Applications des développements limités

*Calculs de limites
* Position d’une courbe par rapport a sa tangente
* Développement limité en +o= » Asymptotes »
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Calculs de limites

Le d.l. du dénominateur ayant son premier terme non nul de degré 3, on cherche un
d.l. d'ordre 3 du numérateur. Pour obtenir le d.l. d’arcsinx, on part du d.l. d'ordre 2 de la

dérivée. On a

1 2
= w2y=1/2 _ ?
T — = (1—a") =1+—+o(x).
f(z) -2 2
; . Done en intégrant, et puisque arcsin(l = (),
SNy — arcsin.r
— v 3 .
sin” x arcsinz = x + i o(z3].
Alors
3 3 3 g
' . i r : T T . T
sine —arcsiny = | — — + n{:["l’]l — |4+ —+ r::[:r‘?'} ] 18 -:::(1"-]'} N L PO
6 b 3 3
et
sin® & ~ z3 :
d’oti , 1
sinr — arcsin 1
sind & 3’
et . :
. sinx — arcsinT 1
lim — = —=,
&40 sin® r 51
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Calculs de limites

Le d.l. du dénominateur ayant son premier terme non nul de degré 3, on cherche un
d.l. d’ordre 3 du numérateur. Pour obtenir le d.I. d’arcsinz, on part du d.l. d'ordre 2 de la

dérivée. On a
1 =(1_3;2)_”2=1-|-I—2+o(:r:2).
=g 2
Donc en intégrant, et puisque arcsin() = 0,
3
arcsinz = x + T + o(z?).

T —arcsin  |Alors

- =D - 3 x3
BIELT o z — arcsinz = —— + o(z°) ~ ——,
6 ]
et
sin® x ~ 23,
d’on _
T — arcsin x ¢
A P =
sin® 6
et ,
T —arcsinx |
lim == = ——.
r—0  sin° T 6
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Calculs de limites

On part du d.l. d'ordre 1 en zéro de o* = e

#ina qui vaut 1 + rlna + o(z) . On a donc

8 —4"=(14+xzIn8) —(1+xlnd) +o(z) =zIn2+o(z) ~xIn2,

et
3¥—2"=(14+2zn3) - (1+zIn2) + o(x) =I1ﬂ§+ﬁ(3}']”mlﬂg=
donc
. RE _ 4% In 2
im — -
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Calculs de limites

o=(15)"

d) Comme dans le calcul figure une division par z, on part de d.l. & I'ordre 1. On a tout d’abord

i;i QR QU % T, (R W
puis
1. 1—-=x 1 1
Eln1+m = ;l_n(l— 2z + o(x)) = E{—‘Z:ﬂ-l-o(r}] = —2+0o(1) .
Alors

_ S ) 1. 1—=x i
lim = lim exp |—1In =€
»—=0\1+2x x—0 T l1+x
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Calculs de limites

In(cosx ch x)

flz) =

74

En raison de la division par z%, on cherche un d.l. d’ordre 4 du numérateur. On a

2 gt 4 2 g 4
(1-?+ﬁ+o{x )) (1+?+ﬁ+o(:ﬂ ))

cost chx

= J— % + 0(14)
Alors
zt A
In(cosx chzx) = 5 + o(z”),
donc )
f(z) = —5 +o(1),

et

. In(cosz chx) 1

Py & )
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Calculs de limites

shx +sinz — 2x
z(chx + cosz — 2)

flz) =

On cherche un équivalent du dénominateur. Compte tenu des d.l. de cosz et de chz, on
constate qu’il faut partir 4 l'ordre 4, car

.T:E Id 4 .'I-'E I4 4 .'1'4 4
chzx +cosz—2 = (1+?+ﬂ+o($ ))+(1—E+£+D{$ ))—2=E+D(3} Yie

Le dénominateur est donc équivalent & z°/12. On cherche alors un d.I. d’ordre 5 du numérateur
5

3 5 3 5 ;
shx +sinz — 2z = ($+%+1i20+0(mﬁ))+ (1—%+;—U+o(m5}) —2$=§—0+D(1“5),

donc le numérateur est équivalent a x°/60. Alors

et
’ shx +sinx — 2z 1
lim _-—
x>0 z(chz +cosz—2) 5
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Calculs de limites

On a
z—In(1 + )
f($) - .TE 1
et en raison de la division par z2, on part d'un d.l. d’ordre 2 du numérateur, ce qui donne
2 2
z—In(l+z)=x- (::-:— %+O(5‘32)) = :%+o(:r2),
done .
fl@) = 5 +o(1),
et

r—0 \ T :EE

fim (l__]”(l"‘m)) =%.
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Calculs de limites

sinx — x
f(z) zln(1l — z2)
d) Puisque
zln(l — %) = =23 + o(2%),

le premier terme non nul du dénominateur est de degré 3. On part de d.l. d’ordre 3 du numérateur.
On a

3 3
T i T :
sine —xr = (a:—?+0(2:"}) ' _—+°{IJ)*

6
donc 2
—% + o(z?)
Hie) = —z3 + o(x3)
et i
lim e l
z=0zIn(l —22) 6
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Calculs de limites

f(x) = (cosz)'/*"

]1 f2 Incos

(cos x = exp

-II:E

2

En raison de la division par z*, on commence par un d.l. d’'ordre 2 de Incosz. On a

2 2
Incosz = In (1 ~ I? + O(R‘:Ej) S o(z?),

’ f(z) = exp (-% + om) |

donc

. 2 -
lim (cos z)/* =" 1/2,
x—0
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Josition d’une courbe par rapport a sa tangente

On a
2 3
E_m=1—$+%—%+o(x3),

2
d’ot —— E_.’]’I_ a2 /
ou f(z) 1+ 5" % + o(z*). 4

La fonction f se prolonge en zéro par la valeur —1. //
L’équation de la tangente a la courbe en () est donnée par le d.l. d’ordre 1

- ]_+$
y_ 2'
Alors
( 1+:r:)_ 2 3 x2
f(.?:)— = E ——E+G(3}‘)N—F.

Lorsque x tend vers 0 la différence est négative et la courbe est en dessous de sa tangente.
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Josition d’une courbe par rapport a sa tangente

2 3 4 2 4
it W W L 5 YR R R
3n(l+z)—In(l+=z }—3(;1: 5 g 4) ¥ +o(z") = 3z 5 z +o(z%),
d’'on X
f{m}=1v§—%+ﬂ{$3}.

La fonction f se prolonge en zéro par la valeur 1. L'équation de la tangente a la courbe en () est
donnée par le d.l. d’ordre 1 :

3!=1"§-

Alors

> .1‘3

f@) - (1-3) = —F +ola®) ~ -3

Lorsque x tend vers 07 la différence est négative et la courbe est en dessous de sa tangente,
lorsque = tend vers 07 la différence est positive et la courbe est au-dessus de sa tangente. La
courbe admet un point d'inflexion au point d’abscisse 0.
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Asymptotes

b i

g(m}:mgh(m—f—l)

Posons @ — 1, . Pour & —+ +0C, & est voisin de 0. On a

+1
l[l(z' ):l[l{l—k-u]:*u—“ —I—?; + ofu?),

£

SOt

Autrement dit, la droite d'équation y = & — 1/2 est asymptote a la courbe représentative de g au voisinage de
-+ et la courbe est au-dessus de son asymptote {au voisinage de l'infini).
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En la justifiant, donner la réponse aux questions suivantes :

a) La fonction z +— Inz a-t-elle un développement limité en zéro?
b) La fonction z — 1/ a-t-elle un développement limité d’ordre 1 en zéro ?

¢) La fonction z — Vz° posséde-t-elle un développement limité en zéro d’ordre 17 d’ordre
27 d’ordre 37

1/x

d) La fonction x +— e~ 3 posséde-t-elle un développement limité en zéro d’ordre n 7
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a) La fonction x — In 2z n’a pas de limite finie en zéro, done pas de d.l. d’ordre 0, ni d’ancun
autre ordre.

b) La fonction x — /T n'est pas dérivable en zéro, donc n'a pas de d.l. d’ordre 1 en zéro, ni
d’aucun ordre supérieur a 1.

c) On a
Va® = 22\/z = o(z?),

done la fonction posséde des d.I d’ordre 1 et 2 en zéro. Si elle possédait un d.I. d'ordre 3, il serait
de la forme

Vs = az® + of(z?),

et 'on aurait

. NP
lim —— =a,
e—+0+ I

ce qui n'est pas le cas, puisque cette limite est infinie. Done la fonetion ne posséde pas de
d.l. d’ordre 3 en zéro.
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d) On a, pour tout entier n positif,

lim LE"”IE =1,

z—+0t ™

done .
e~/ = o(2™).

La fonction posséde un d.l. d’ordre n pour tout entier n.
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